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Resumen
En este art´ıculo se presenta un modelo de optimizacio´n lineal para resolver
el problema de la coordinacio´n hidrote´rmica. El principal aporte de este tra-
bajo es la inclusio´n de las restricciones de red al problema de coordinacio´n
hidrote´rmica y su solucio´n usando un me´todo de punto interior. El modelo
propuesto permite manejar un sistema completamente h´ıdrico, completamen-
te te´rmico o un sistema mixto. Se presentan resultados para el sistema de
prueba IEEE de 14 barras.
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Abstract
This paper presents a lineal optimization model to solve the hydrothermal
coordination problem. The main contribution of this work is the inclusion
of the network constraints to the hydrothermal coordination problem and its
solution using an interior point method. The proposed model allows working
with a system that can be completely hydraulic, thermal or mixed. Results
are presented on the IEEE 14 bus test system.
Key words: hydrothermal coordination, generation scheduling, linear pro-
gramming, interior point methods.
1 Introduccio´n
La coordinacio´n hidrote´rmica de un sistema de potencia busca encontrar la
estrategia o´ptima de operacio´n de las diferentes centrales de generacio´n del
sistema, proponiendo la cantidad de potencia activa (MW) que deber´ıa pro-
ducir cada central hidra´ulica y te´rmica en un momento dado en aras de conse-
guir abastecer la demanda del sistema. Se puede pensar que una coordinacio´n
hidrote´rmica es un proceso de despacho econo´mico cla´sico [1], que adicional-
mente involucra el modelo de variables relacionadas con el entorno energe´tico
del sistema de potencia.
El problema de la coordinacio´n hidrote´rmica difiere del despacho econo´mi-
co cla´sico en que este u´ltimo trata so´lo con las plantas te´rmicas de un sistema
de potencia y no considera acoples temporales. Sin embargo, en la produc-
cio´n de energ´ıa ele´ctrica, se observa la dependencia en el tiempo para tomar
decisiones operativas, ma´s au´n cuando se cuenta con embalses capaces de
almacenar cantidades importantes de recurso h´ıdrico [2].
Para una central hidra´ulica es dif´ıcil encontrar una pol´ıtica de operacio´n
de sus embalses dada la incertidumbre de sus afluencias. Las consecuencias a
mediano y largo plazo de las acciones tomadas en el presente (generar energ´ıa
o ahorrar agua) esta´n fuertemente influenciadas por la hidrolo´gica futura como
se ilustra en la figura 1. En u´ltimas, la disponibilidad y el almacenamiento
del recurso h´ıdrico son variables que afectan la dina´mica y la economı´a de la
produccio´n de electricidad de todo el sistema de potencia [3].
La coordinacio´n hidrote´rmica es un problema de optimizacio´n matema´tica
donde aparecen variables de tipo econo´mico y te´cnico que, adema´s de mostrar
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Figura 1: influencia de la hidrolog´ıa en el estado futuro del sistema
un acople en dichos aspectos, presenta el acople temporal. Este problema debe
plantearse para que, en todas las etapas del horizonte de planeamiento, se
satisfagan restricciones operativas (capacidad de almacenamiento, capacidad
de generacio´n, capacidad de transporte, modelos de embalses, etce´tera) y se
minimice el costo de la energ´ıa [4]. Debido al acople temporal mencionado, en
diferentes trabajos se ha planteado la Programacio´n Dina´mica [5] en todas sus
versiones (dual, determin´ıstica, estoca´stica) para la solucio´n de dichos modelos
de optimizacio´n [6]. Algunas versiones presentan mayores beneficios que otras
en ciertos casos [7]. Sin embargo, otras estrategias, como la Programacio´n
Lineal y No Lineal con puntos interiores, pueden ofrecer soluciones en menor
tiempo de ejecucio´n y menos iteraciones como se reporta en [8].
Tradicionalmente, se ha modelado el problema de la coordinacio´n hi-
drote´rmica de manera uninodal (se concentra toda la demanda del sistema
en un nodo despreciando el sistema de transmisio´n y por consiguiente las
pe´rdidas). Sin embargo, en el presente trabajo se introduce el sistema de
transmisio´n con la intencio´n de encontrar pol´ıticas y planes de generacio´n
en el corto plazo que satisfagan las capacidades de transporte del sistema de
potencia.
El propo´sito de este trabajo es presentar un modelo de corto plazo, por
lo tanto, se ha calculado el despacho de potencia activa para un periodo de
24 horas. El modelo presentado es lineal, lo cual simplifica en gran medida el
costo computacional y permite encontrar fa´cilmente un punto de operacio´n
o´ptimo para cada hora. Para resolver el problema de programacio´n lineal se
ha implementado un me´todo de punto interior predictor–corrector.
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2 Modelo propuesto para la coordinacio´n hidrote´rmica con
restricciones de red
A continuacio´n se presenta el modelo de optimizacio´n propuesto para reali-
zar la coordinacio´n hidrote´rmica considerando las restricciones de la red de
transmisio´n.
2.1 Funcio´n objetivo
La funcio´n objetivo se muestra en (1) y representa el costo total de la energ´ıa
generada. Este costo se puede expresar como la suma de las funciones de
costo de cada uno de los generadores durante las 24 horas del horizonte de














θ : vector de a´ngulos en las barras del sistema
Pg : vector de potencias generadas
W : vector de volu´menes en los embalses
U : vector de caudales de la red h´ıdrica
V : vector de vertimientos de los embalses
ng : nu´mero de generadores.
2.2 Restricciones propias de coordinacio´n de grupos hidrote´rmicos
Las restricciones propias de la coordinacio´n hidrote´rmica consisten en la ecua-
cio´n de continuidad que modela la topolog´ıa de las cuencas hidra´ulicas, la
ecuacio´n de eficiencia de los generadores hidra´ulicos, y los l´ımites mı´nimos
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y ma´ximos de: caudales, potencias generadas y volu´menes en los embalses.
Estas restricciones se describen a continuacio´n:








vk,t − vi,t − ui,t
]
Pgi,t = ρiui,t
wi,tmı´n 6 wi,t 6 wi,tma´x
Pgi,tmı´n 6 Pgi,t 6 Pgi,tma´x
ui,tmı´n 6 ui,t 6 ui,tma´x ,
donde:
ρi : eficiencia del generador i
wi,t : volumen del embalse i a la hora t
yi,t : caudal que llega al embalse i a la hora t
uk,t : caudal que sale del embalse k a la hora t
vi,t : vertimiento del embalse i a la hora t
Ω : conjunto de embalses aguas arriba del embalse i.
2.3 Restricciones adicionales impuestas por la red de transmisio´n
Las restricciones adicionales que se han incluido al modelo para representar
la red de transmisio´n son: las ecuaciones de balance de potencia en los nodos
(primera ley de Kirchhoff), los l´ımites de potencia activa en las l´ıneas de
transmisio´n y los l´ımites de velocidad de toma de carga de los generadores








Fkmmı´n 6 Fkm,t 6 Fkmma´x
Pgi,t − Pgi,t−1 6 ri,1
Pgi,t−1 − Pgi,t 6 ri,2 ,
donde:
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Fkm,t : flujo de potencia entre las barras km en la hora t
xkm : reactancia de la l´ınea que une las barras km
Dk,t : demanda en la barra k en la hora t
Pgk,t : potencia generada en la barra k en la hora t
ri,1 : rampa de subida del generador i
ri,2 : rampa de bajada del generador i.
Finalmente, el modelo matema´tico propuesto se puede plantear como un
problema de programacio´n lineal esta´ndar representado por (2).
Mı´n cTx
s.a :
Aeq ∗ x = beq (2)
A ∗ x 6 b .
Al introducir las restricciones de red, la dimensio´n del problema equiva-
lente aumenta de manera importante. Para solucionar el problema de progra-
macio´n lineal esta´ndar, propuesto en (2), se pueden emplear varios me´todos;
en este art´ıculo se utiliza un me´todo de puntos interiores predictor–corrector.
3 Me´todo de puntos interiores
Tradicionalmente, el me´todo utilizado para dar solucio´n a problemas de Pro-
gramacio´n Lineal (PL) ha sido el me´todo Simplex. Sin embargo, desde el
punto de vista teo´rico, el tiempo computacional del me´todo Simplex crece
exponencialmente con el taman˜o del problema, lo cual representa un incon-
veniente para problemas de gran taman˜o. En 1984 Karmarkar [9] propuso un
algoritmo de puntos interiores con tiempo de co´mputo polinomial para resol-
ver problemas de PL. Inicialmente, el me´todo propuesto por Karmarkar fue
recibido con escepticismo, sin embargo, se ha demostrado que para problemas
de PL de gran porte, el me´todo de puntos interiores resulta ser ma´s ra´pido que
el me´todo Simplex tradicional. Despue´s de 1984 diversas variantes del me´todo
de puntos interiores presentado por Karmarkar han sido propuestas e imple-
mentadas. En 1989 M. Kojima, S. Mizuno y A. Yoshice [10] desarrollaron la
base teo´rica para el me´todo Primal–Dual. En ese mismo an˜o, N. Meggido [11]
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presento´ el me´todo Primal–Dual con Barrera Logar´ıtmica (PDBL). Una de
las extensiones ma´s notables del me´todo de puntos interiores es el Predictor–
Corrector [12], el cual se presenta en este art´ıculo. En los u´ltimos an˜os, los
me´todos de puntos interiores han sido ampliamente utilizados en la solucio´n
de problemas de optimizacio´n, y algunos de sus conceptos ya se han aplicado
en la programacio´n no lineal y programacio´n entera.
El me´todo de puntos interiores es un proceso iterativo que a partir de un
punto inicial x0 dentro de la regio´n factible sigue una trayectoria que alcanza
la solucio´n o´ptima (x∗) despue´s de algunas iteraciones, todos los puntos xi de
la trayectoria continu´an dentro de la regio´n factible (puntos interiores), y se
encuentra una buena estimativa de la solucio´n o´ptima despue´s de las primeras
iteraciones.
Para solucionar el problema propuesto en (2), se emplean variables de
holgura para convertir las restricciones de desigualdad en restricciones de
igualdad. El problema equivalente se muestra en (3).
Mı´n cTx
s.a :
Aeq ∗ x = beq (3)
A ∗ x+ s = b
s > 0 .
Para eliminar las restricciones de no negatividad, se emplea la funcio´n de
barrera logar´ıtmica [11]. Esta funcio´n es una funcio´n de penalizacio´n, la cual






Aeq ∗ x = beq (4)
A ∗ x+ s = b ,
donde uk > 0 es un para´metro de barrera que decrece mono´tonamente en el
proceso iterativo.
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La sucesio´n de para´metros decrecientes µk genera una secuencia de sub–
problemas de programacio´n lineal dado por (2) basado en el teorema de Fiacco
y McCormick [9]. A medida que µk tiende a cero, la secuencia de soluciones
tiende hacia x∗.
Para convertir el problema planteado en (4) en un problema irrestricto, se
construye la funcio´n lagrangiana como se muestra en (5).
l(x, s, y, z, µk) = cTx− µk
n∑
i=1
ln si − y
T (Aeqx− beq)− z
T (Ax+ s− b) . (5)
Las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden de Karush–
Kuhn–Tucker (KKT) son obtenidas igualando el gradiente de la funcio´n la-
grangiana a cero (∇l = 0), el cual requiere que la primera derivada de l con
respecto a todas las variables sea cero.
δl
δx
= 0→ c−ATeqy −A
T z = 0
δl
δy
= 0→ ATeqx− beq = 0 (6)
δl
δz
= 0→ Ax+ s− b = 0
δl
δs
= 0→ SZe = µke ,




s1 s2 · · · sn
]
, Z = diag
[




1 1 1 · · · 1
]T
.
Las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden, representadas
por el sistema (6), son no lineales y deben ser solucionadas simulta´neamen-
te. Generalmente estas ecuaciones son solucionadas empleando el me´todo de
Newton. El me´todo de Newton requiere la linealizacio´n de las condiciones
necesarias de optimalidad de primer orden alrededor de un punto, para un
para´metro de barrera dado.
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Para resolver el sistema (6), mediante el me´todo de Newton, x, y, z y s son
sustituidos respectivamente por x+∆x, y+∆y, z+∆z y s+∆s, obtenie´ndose
el sistema 

Aeq 0 0 0
A 0 0 I
0 ATeq A
T 0





















El problema presentado en el sistema (7) es de programacio´n no lineal
y puede ser solucionado en dos pasos. En el primer paso se resuelven los
te´rminos lineales de las ecuaciones, este paso es denominado comu´nmente paso
predictor. En el segundo paso, para un para´metro de barrera µ especificado,
se resuelve el conjunto de ecuaciones completo, este paso es denominado Paso
corrector .
3.1 Paso predictor
El paso predictor tambie´n es denominado direccio´n affine–scaling [10] y puede
ser calculado solucionando el sistema planteado en (8)

Aeq 0 0 0
A 0 0 I
0 ATeq A
T 0




















La direccio´n affine–scaling es usada para aproximar los te´rminos no–lineales
de la parte derecha de (7) y para estimar un valor del para´metro de barrera
µk, que sera´ usado en el paso corrector.
El taman˜o del paso primal en la direccio´n affine–scaling, αafp es el taman˜o
ma´ximo de los pasos permitidos para las variables del problema primal, en la
iteracio´n k.









: ∆safi < 0, i = 1, . . . , n
}}
.
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Una estimacio´n del gap de complementaridad del paso predictor (ρˆaf ) es
ρˆaf = (saf )T zaf
= (zk + γαafp ∆z
k
af )
T (zk + γαafd ∆z
k
af ) .











donde n es el nu´mero de variables del problema de programacio´n lineal.
3.2 Paso corrector




Aeq 0 0 0
A 0 0 I
0 ATeq A
T 0





















El vector primal inicial (x0) se puede calcular de la siguiente forma:
• Se calcula el vector auxiliar xˆ xˆj =
1
‖ Aj ‖2 +1
donde Aj es la columna j de la matriz A.
• Se calcula el escalar η η =
‖ b ‖2 +1
‖ Axˆ ‖2 +1
• El vector primal es iniciado en x0 = ηxˆ
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• El vector de variables de holgura (s0) esta´ dado por
s0 =
{
s0j = 1, si cj < 1
s0j = cj , caso contrario .
Los multiplicadores de Lagrange, y y z, normalmente son inicializados
en cero.
3.4 Criterios de convergencia
El me´todo de puntos interiores termina cuando las condiciones KKT son
satisfechas, es decir, cuando se cumplen las cuatro condiciones planteadas en
el sistema (6):
• Primera condicio´n KKT:
‖ ATeqy +A
T z − c ‖
1+ ‖ y ‖ + ‖ z ‖
6 ε
• Segunda condicio´n KKT:
‖ Aeqx− beq ‖
1+ ‖ x ‖
6 ε
• Tercera condicio´n KKT:
‖ cTx− bT y ‖
1+ ‖ bT y ‖
6 ε
• Cuarta condicio´n KKT: SZe− µke 6 ε ,
donde ε es una tolerancia predefinida.
4 Pruebas y resultados
Para validar el modelo propuesto se utilizo´ el sistema de prueba IEEE de 14
barras modificado, el cual se muestra en la figura 2.
En este caso los generadores de las barras 1, 2 y 3 son hidra´ulicos, y
los restantes se han supuesto como generadores te´rmicos (barras 6 y 8). Los
datos del sistema y embalses se presentan en las tablas 1 y 2 del anexo,
respectivamente. Adicionalmente, se han modificado los l´ımites en las l´ıneas,
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Figura 2: sistema de prueba IEEE de 14 barras
los cuales se muestran en la tabla 3 del anexo. Para los generadores hidra´ulicos











Figura 3: red h´ıdrica para los generadores de las barras 1,2 y 3
La demanda agregada de todo el sistema se muestra en la curva de carga
de la figura 4, la cual presenta demandas mı´nima y ma´xima de 190 MW y
570 MW respectivamente.
Para representar el hecho de que en los sistemas reales la mayor parte de
la demanda se encuentra lejos de los centros de consumo, el 20% de la de-
manda fue asignada en partes iguales a las barras 2, 3, 5, 6 y 9, mientras que
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Figura 4: curva de carga del sistema
el 80% restante fue asignada en partes iguales a las barras 10, 11, 12, 13 y 14.
Para asegurar la factibilidad del problema se utilizaron generadores ficticios
de racionamiento en cada una da las barras de carga con un costo de racio-
namiento de 100 $/MWh. Con el fin de mostrar el efecto de las restricciones
de red se analizaron cuatro casos descritos a continuacio´n.
Caso 1 (Despacho sin restricciones). Inicialmente se realiza la coordinacio´n
hidrote´rmica ignorando las restricciones de la red de transmisio´n y la veloci-
dad de toma de carga de los generadores. El despacho obtenido se ilustra en
la figura 5. Se puede observar que en la hora 19 los tres generadores hidra´uli-
cos se encuentran entregando su potencia ma´xima de 280, 150 y 110 MW
respectivamente, en contraste, los generadores te´rmicos se encuentran todo
el tiempo en sus mı´nimos te´cnicos de 10 y 20 MW respectivamente. El costo
total de la generacio´n es de US $110.525.
Caso 2 (Despacho considerando restricciones de velocidad de toma de car-
ga). La velocidad de toma de carga de un generador indica cuanto puede
aumentar/disminuir su generacio´n en un per´ıodo de una hora. Este tipo de
restriccio´n tambie´n es conocida como rampa. En la columna 8 de la tabla
1 se muestran los valores de las rampas para los generadores del sistema de
prueba. En este caso se supone que la rampa de subida es igual a la rampa
de bajada. Por ejemplo, la rampa del generador 1 es de 30 MW/h, es decir,
entre una hora dada y la siguiente, este generador no puede aumentar ni dis-
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Figura 5: esquema de despacho sin restricciones
minuir su salida en ma´s de 30 MW. En el despacho anterior (representado
en la figura 5) el generador 1 fue despachado en su potencia ma´xima de 280
MW para la hora 19, sin embargo, en la hora 18 estaba generando apenas
180 MW. Al considerar las restricciones de velocidad de toma de carga, el
generador 1 no puede ser despachado en su ma´ximo para la hora pico. Este
de´ficit debe ser compensado por los generadores te´rmicos, ya que los otros
generadores hidra´ulicos esta´n entregando su potencia ma´xima (ver figura 6,
hora 19). Los generadores te´rmicos (generadores 4 y 5) presentan ofertas de
US $30 y US $35 respectivamente. Idealmente el generador 4 con oferta de
US $30 podr´ıa suplir la demanda que no pudo ser entregada por el generador
1. Sin embargo, su restriccio´n de velocidad de toma de carga no le permite
asumir todo el de´ficit y por lo tanto, el generador 5 tambie´n debe aumentar
su generacio´n.
El efecto neto de considerar las restricciones de velocidad de toma de carga
se refleja en la necesidad de usar recursos ma´s costosos cuando se presentan
cambios ra´pidos en la demanda. En este caso la demanda paso´ de 462 MW en
la hora 18 a 570 MW en la hora 19. Este ra´pido incremento en la demanda no
pudo ser acompan˜ado por incrementos en la generacio´n de los recursos ma´s
econo´micos (generadores hidra´ulicos), y por lo tanto, fue necesario utilizar
generacio´n ma´s costosa (generadores te´rmicos). El costo total de la generacio´n
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Figura 6: esquema de despacho con restricciones de velocidad de toma de carga
en este caso es de US $111.640. Si se compara con el costo del despacho
irrestricto, se encuentra que el costo de las restricciones de velocidad de toma
de carga es de US $1.115.
Caso 3 (Despacho considerando l´ımites en las l´ıneas de transmisio´n). En este
caso se ignoran las restricciones de velocidad de toma de carga y se consideran
los l´ımites en la red de transmisio´n especificados en la tabla 3 del anexo. El
resultado del despacho se ilustra en la figura 7. Para la hora pico se puede
observar que los generadores 2 y 3 esta´n en sus ma´ximos (al igual que en los
dos casos anteriores), sin embargo, el generador 1 esta´ entregando solamente
209 MW, una potencia muy inferior a su potencia ma´xima. Esto se debe
a que para la hora pico, la l´ınea 1–5 alcanza su l´ımite de transmisio´n (110
MW), limitando la potencia entregada por el generador 1. En consecuencia, el
generador 4 debe generar 91 MW para suplir la demanda restante. Se puede
observar que el generador 5 se mantuvo todo el tiempo en su mı´nimo te´cnico,
y dado que no se consideraron las restricciones de velocidad de toma de carga,
el generador 4 incremento´ su potencia en 71 MW en la hora pico. El costo
total de la generacio´n es de US $111.580, si se compara con el despacho del
caso 1, se encuentra que el sobrecosto introducido por la congestio´n de la red
es de US $1.055.
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Figura 7: esquema de despacho considerando l´ımites en las l´ıneas de transmisio´n
Caso 4 (Despacho considerando restricciones de red y velocidad de toma de
carga). Al considerar los l´ımites en las l´ıneas de transmisio´n y las restricciones
de velocidad de toma de carga se obtiene el esquema de despacho mostrado en
la figura 8. Se puede observar que en la hora pico el aporte de los generadores
te´rmicos es mayor que en los casos anteriores. La mayor participacio´n de los
generadores te´rmicos en el esquema de despacho se debe al efecto combinado
de las restricciones en velocidad de toma de carga y los l´ımites en las l´ıneas de
transmisio´n. Por un lado, la congestio´n de la l´ınea 1–5 hace que el generador 1
no pueda entregar toda la potencia disponible, por otro lado, la restriccio´n de
velocidad de toma de carga hace que el generador 4 no pueda suplir este de´ficit
y entonces el generador 5 debe aumentar tambie´n la potencia entregada. El
costo de la generacio´n en este caso es de US $113.560. Si se compara con el
despacho sin restricciones se encuentra que el sobrecosto impuesto por e´stas
es de US $3.035.
5 Conclusiones
En este art´ıculo se presento´ un modelo lineal continuo para resolver el proble-
ma de coordinacio´n hidrote´rmica de corto plazo. El modelo propuesto consi-
dera los l´ımites de transporte de la red y la velocidad de toma de carga de
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Figura 8: esquema de despacho considerando l´ımites en las l´ıneas de transmisio´n y
restricciones de velocidad de toma de carga
los generadores. Al incorporar restricciones adicionales al modelo, el taman˜o
del problema resultante de Programacio´n Lineal aumenta de forma considera-
ble. Para abordar esta dificultad se implemento´ un me´todo de punto interior
predictor–corrector. El modelo propuesto muestra ser robusto y puede ser
aplicado a sistemas reales. Adicionalmente, e´ste puede ser fa´cilmente modifi-
cado para ingresar otro tipo de restricciones de tipo te´cnico o econo´mico.
El modelo de optimizacio´n propuesto es un modelo continuo, es decir,
no maneja variables binarias de tipo on–off. La inclusio´n de este tipo de
variables hace que el problema sea ma´s complejo (de tipo combinatorial) y de
dimensiones au´n mayores. Un trabajo posterior incluira´ este tipo de variables,
adema´s de un manejo probabil´ıstico de la demanda esperada y los caudales
afluentes.
6 Anexo
A continuacio´n se presentan los datos de los generadores, embalses y l´ıneas
de transmisio´n para el sistema de prueba ejemplificado en la seccio´n 4.
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Tabla 1: datos de generadores
Bus




















1 30 280 2,3× 103 25× 103 0,012 12 30
2 40 150 1,4× 103 12× 103 0,014 15 40
3 25 110 1,1× 103 14× 103 0,013 10 30
6 20 150 · · · · · · · · · 30 15
8 10 100 · · · · · · · · · 35 20
Tabla 2: datos de embalses
Embalse







1 3,2× 106 1,8× 106 8× 106 2,5× 103
2 3,5× 106 1,1× 106 7× 106 2,8× 103
3 3,8× 106 1,2× 106 6× 106 2,2× 103





(p.u) (MW) (p.u) (MW)
1–2 0,05917 200 6–11 0,19890 150
1–5 0,22304 110 6–12 0,25581 150
2–3 0,19797 150 6–13 0,13027 120
2–4 0,17632 200 7–8 0,17615 250
2–5 0,17388 250 7–9 0,11001 170
3–4 0,01710 200 9–10 0,0845 140
4–5 0,04211 150 9–14 0,27038 150
4–7 0,20912 200 10–11 0,19207 200
4–9 0,55618 200 12–13 0,19988 110
5–6 0,25202 200 13–14 0,34802 100
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